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Ein Verfahren zur analytischen Berechnung der Durchbiegung
von Schraubenmaschinenrotoren

L. Rinder und F. Deix, Wien/A

Zusammenfassung

Basierend auf den Ergebnissen zahlreicher Finite-Element-Berechnungen von Schrau-
benmaschinenrotoren mit verschiedener Profilgeometrie unter Betriebsbelastung wird
ein Verfahren angegeben, das die nitherungsweise Berechnung der betriebsbedingten
Rotordurchbiegungen analytisch mit den Gleichungen einer modifizierten Biegetheorie
erlaubt. Von wesentlichem Einflub auf die Biegesteifigkeit des schriigverzahnten Rotor-
teiles erweist sich neben der Querschnittsgeometrie das Verhiltnis von Verschrau-
bungswinkel zu Rotorlinge. Mit zunehmendem Umschlingungswinkel wird der schriig-
verzahnte Rotorteil biegeweicher. Fiir den Ersatztriiger, einen Rundstab mit gleichem
Verformungsverhalten, wird eine Belastungsvorschrift angegeben, die die analytische
Berechnung der Biegelinie, mit der Methode von Ritz-Galerkin, bei Kenntnis der Be-
triecbsparameter fiir jede beliebige Drehstellung des Rotors zufolge der Druckbelastung

ermoglicht.

Summary

Based on the results of various Finite Element calculations of screw compressor-rotors
with different rotor geometry a method is shown to determine the bending-deflection
under pressure load analytically with sufficient accuracy using modified bending equa-
tions.

Of essential influence on the bending rigidity of the helical geared rotors is among the
geometry of the cross-section the wrap angle of the helical teeth. With rising values of
the wrap angle bending rigidity is strongly reduced. A beam with circular cross-section

and with the same bending-behaviour as the screw-rotor has can be found. The ben-
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ding-lines under pressure load for a certain position of the rotors are calculated by

using the method of Ritz-Galerkin.

1. Allgemeines

Hohe relative Dichtheit der Arbeitsriume wird bei Schraubenmaschinen u.a. durch tief

eingeschnittene Zahnliicken, geringe Zahnstirken und durch groBe Lingen-

Durchmesserverhiltnisse der Liufer erreicht. Werden solche Rotoren mit kleinen

Kernquerschnitten fiir Schraubenmaschinen mit groBen Druckdifferenzen zwischen

Saug- und Druckseite verwendet, kann es im Betrieb zu unzulissig groBen Rotor-

durchbiegungen bis zum Anlaufen der Rotoren an die Gehdusewand kommen. Untersu-

chungen der Biegeverformung von Schraubenmaschinenrotoren erfolgten bisher, wegen
der komplizierten Belastung und der Rotorquerschnittsgeometrie fiir Einzelfille aus-

schlieBlich numerisch durch FE-Analyse [1], [2], [3].

Um allgemein giiltige Aussagen iiber das Biegeverhalten von Schraubenmaschinenro-

toren zu erhalten und um zeitaufwendige, rechenintensive FE-Untersuchungen zu

vermeiden wird immer wieder die Frage gestellt, ob eine analytische Berechnung der

Liuferdurchbiegung durch die Angabe eines glatten Ersatztrigers mit Kreisquer-

schnitt und gleichem Biegeverhalten wie das der Schraubenmaschinenldufer moglich

ist.

Fiir eine solche analytische Beschreibung der Biegeverformung spricht die, auf Grund

der Querschnittssymmetrie gegebene Konstanz der Biegesteifigkeit EJ fiir jede Dreh-

stellung der Rotoren und in jedem Querschnitt.

Als schwierig erweist sich:

— die komplizierte Querschnittsgeometrie.

— die Verschraubung der Rotorzihne, die einen erheblichen Verlust an Biegesteifig-
keit mit sich bringt, der aber in der klassischen Biegelehre nicht beriicksichtigt
werden kann.

— der auf Grund der kurzen Stiitzlinge nicht mehr vernachlissigbare EinfluB der
Schubverformung durch Querkrafthiegung, der nur niherungsweise durch einen
Ersatztriiger mit Kreisquerschnitt zu beschreiben ist, da die Schubsteifigkeit von

der Rotorstellung und zusiitzlich vom Verschraubungswinkel abhiingig ist.
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Der Korrekturwert x ergibt sich aus
2
J7 \b(y)

S() ..... statisches Moment um die Biegeachse x bis zum Wert y
b(y) ..... Querschnittsbreite in einem beliebigen Schnitt parallel zur Biegeachse

2.1. Querschnittswerte von Schraubenmaschinenrotoren

Die Stirnschnitte von Schraubenmaschinenrotoren (vgl. Bild 1) weisen, fiir Zihnezah-
len groBer 2, Flichentrigheitsmomente Jx und Jy auf, die sich bei Verdrehung des
Querschnittes nicht dndern. Jeder auf die Lauferachse normale Schnitt hat daher das

gleiche Flichentriagheitsmoment (Jx = Jy =J).

Nebenlaufer

H:_mpt.l‘iiut'cr

Bild 1: Schraubenmaschinenrotorpaar ohne Wellenzapfen, Haupt- und Neben-
laufer mit Koordinatenachsen- und Winkelkonventionen.
Figure 1: A pair of screw-rotors without shaft-ends and with the used coordina-
te-system.
Der Korrekturwert x fiir die Querkraftbiegung bleibt dagegen bei Verdrehung des
Querschnittes nicht konstant. Werden die Korrekturwerte k als Funktion des Drehwin-
kels y des Querschnittes fiir verschiedene Schraubenverdichterprofile (Bild 4) nume-
risch berechnet, so schwanken alle k(y) zwischen x = 1,04 und x = 1,18. Die geringe

Veriinderlichkeit von x(y) rechtfertigt fiir die Berechnungen des iiquivalenten Durch-
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messers die Verwendung des Wertes x = 1,111 was etwa dem Wert fiir einen Kreisquer-

schnitt entspricht.

2.2. Idealisierter Schraubenmaschinenrotor
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Bild 2: Biegelinie aus der Finiten-Element-Berechnung eines Schraubenver-
dichterlidufers mit verschiedenen Umschlingungswinkel.
Figure 2: Bending-lines of a screw-rotor resulting from FE-analysis for diffe-

rent wrap angles.

Bild 2 zeigt die Biegelinien von Schraubenmaschinenrotoren gleichen Querschnittes,
gleicher Linge und gleicher Belastung jedoch unterschiedlichen Umschlingungswin-
kels, berechnet mit der Methode der Finiten-Elemente. Die Durchbiegung steigt mit
zunehmendem Umschlingungswinkel. Das bedeutet, daB die Biegesteifigkeit neben der
Querschnittsgeometrie stark vom Umschlingungswinkel abhingig ist.

Dieser Biegesteifigkeitsverlust eines Trigers mit verschraubtem Querschnitt gegen-
itber einem Triiger mit unverwundenem Querschnitt kann mit der klassischen Biege-
theorie [7] nicht erfalt werden, da dort nur die konstanten Querschnittswerte A und J
und der anniihernd konstante Korrekturwert x eingehen.

Zur modellhaften Erklirung des Biegeverhaltens des schrigverzahnten Rotorteiles
kann man sich diesen zusammengesetzt denken aus einem Kern und den Zihnen, die

um diesen herumgewickelt sind. Zwischen diesen und dem Kern besteht eine schubfe-
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ste Verbindung. Fiir weitere Uberlegungen werden die um den Kern herumgewickelten
Zihne, wie in Bild 3 dargestellt, durch Schraubenfedern mit Kreisquerschnitt ideali-

siert. Fiir Schraubenfedern existiert eine analytische Losung fiir die Querkraftbiegung
[7].

schubfeste
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Bild 3: Kern mit 4 Schraubenfedern umwickelt; Ersatzbiege- und Ersatzschub-
steifigkeit als Funktion der Windungszahl [7].
Figure 3: Shaft wrapped with 4 helical springs as model. Bending-rigidity and

shear rigidity depending on the nummber of coils.

Verglichen mit einem wirklichen Stab erweist sich die Feder als sehr biegeweich. Unter
der Annahme einer schubsteifen Verbindung zwischen dem Kern (Jr, Ar) und den z.
herumgewickelten Schraubenfedern (J4, Aa) ergeben sich die Gesamtsteifigkeiten durch
Aufsummierung der Einzelsteifigkeiten.

Bild 3 zeigt den bestehenden EinfluB der Windungszahl auf die Steifigkeiten. Der An-
teil der Schraubenfedern nimmt mit zunehmender Windungszahl immer mek: ab, bis
diese bei sehr groBer Windungszahl praktisch keinen Beitrag zur Gesamtsteifigkeit
liefern.

Aus dem Feder-Stab-Modell lassen sich folgende, das Biegeverhalten beeinflussenden
Faktoren qualitativ angeben:
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1. Das Verhiltnis von Umschlingungswinkel @i zur Rotorlénge 1.
2. Der Schwerpunktsradius eines Zahnes.
3. Das polare Flichentrigheitsmoment bzw. der Drillwiderstand eines Zahnes und

damit die Zahnform.

2.3. Biege- und Schubsteifigkeit des Ersatztragers

Aus den nach FE-Berechnungen bekannten Bieglinien (schrigverzahnter Rotorteil mit
einer Einzelkraft belastet) wird mit Hilfe der entsprechenden analytischen Lésung der
klassischen Biegetheorie unter der Annahme, daB die Schubsteifigkeit mit x = 1,111
und der gesamten Querschnittsfliche Age gebildet wird (vgl. Abschnitt 2.1.) ein redu-
ziertes Flichentrigheitsmoment Jr.a ermittelt. Bild 4 zeigt das Verhiltnis des solcher-
art ermittelten Jred zum Flichentriigheitsmoment Jr des Kernes iiber dem Verhiltnis
vom Umschlingungswinkel @i, zur Liuferlinge fiir einige in [4] untersuchte Profile.

Jred entspricht bei unverwundenem Querschnitt dem Fliachentrigheitsmoment Jges des
Querschnittes und nimmt mit zunehmendem Verhiiltnis von @i/l theoretisch bis zum
Flichentrigheitsmoment des Kernes Jr ab.

Folgende analytische Niherungsformel fiir Jroa kann angegeben werden:

J e i "
Jiea = I PR . 1684 @)
F
1l + 2 gy + Iy arctan] 0,527 e (—[ )
K
mit, Jrod ..... Flichentrigheitsmoment des Ersatztrigers
I3 L Flichentrigheitsmoment des Kernquerschnittes

Jes ..... Flichentrigheitsmoment des gesamten Rotorquerschnittes
(i | Zo FuBkreisdurchmesser des Rotors

dk ....... Kopfkreisdurchmesser des Rotors

[ R— Verschraubungswinkel der Rotorziihne

Rotorlinge mm
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Bild 4: Verhiiltnis von Jr zu dJrea als Funktion vom Verhiltnis des Umschlin-

teieh

gungswinkels ¢i, zur Lauferlidnge | fiir verschiedene Profile.

Figure 4: Jy/Jred depending on the wrapangle i/l for different profiles.

Zur Berechnung des #dquivalenten Durchmessers werden die Durchbiegungen des

Schraubenmaschinenrotors, berechnet mit Jroa, und der Schubsteifigkeit (G Ages/x), den

Durchbiegungen eines Rundstabes mit dem iquivalenten Durchmesser bei gleicher
Belastung gleichgesetzt.

Iiir den dquivalenten Durchmesser erhiilt man:
d§q= u+ m
- 8A g1 +pt)
n{Agal? 4243, {1 +1)|
M ..... Querzahl

g 64A g J ol &
1| Aged? +243 {1+ )|
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e ['lI-Berechnung

Bild 5: Aquivalenter Durchmesser eines Hauptliufers und eines Nebenliufers.

Figure 5: Equivalent diameter of a male and a female rotor.

Bild 5 zeigt die Abhiingigkeit des dquivalenten Durchmessers da vom Verhiiltnis ¢/l
fiir ein Rotorpaar. Neben dem Verhiiltnis @i/l hat vor allem die Zahnstirke entschei-
denden EinfluB auf da. So weisen Nebenliufer dquivalente Durchmesser auf, die niher
beim Kerndurchmesser liegen, als jene der Hauptlaufer (Gl. 2).

Die Ersatzbiegesteifigkeit (IBd)ers und die Ersatzschubsteifigkeit (GA/k)as fiir den
schriigverzahnten Teil eines Schraubenmaschinenrotors betragen

(@] _Gdig ®

di,{t
E =E——
(EDes 64 4x

K e

3. Berechnung der Durchbiegung unter Betriebsbedingungen

3.1. Ersatztriger mit Belastung zufolge der radial wirkenden Druckkrifte

in einer Zahnliicke

Die Berechnung der radialen Belastung einer Zahnliicke aus dem herrschenden Uber-

durck erfolgt gemal Bild 6.
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Bild 6: Bestimmung der Schnittgleichlasten und der Eingangsgrofen in das
Belastungsmodell.

Figure 6: Determination of the resulting pressure load.

Nach [5] ist die Resultierende q gleich dem Produkt aus der Sehnenlinge der Strecke
PiP2 und dem in der Zahnliicke herrschenden Uberdruck p. Die Wirkungslinie der Re-
sultierenden ist normal auf die Sehne und geht durch deren Mittelpunkt.

Nach Bild 6 ergibt sich z.B. fiir das Zahnliickenpaar 3:

Iy = dg si'{f} a=1p;  ae=lp-codwsg)  ay=1p-sin(ws) ®

... Zahnezahl
Die Resultierende q hat die Dimension einer Gleichlast, ndmlich [N/mm]. Sie wird da-
her im folgenden als Schnittgleichlast bezeichnet.
Die Lastverteilung q(z) fiir eine druckbeaufschlagte Zahnliicke ergibt sich durch Anein-
anderreihung der einzelnen Schnittgleichlasten. Die Werte von q sind bei konstantem
Uberduck in der Zahnliicke ausschlieBlich von der Sehnenlinge abhiingig. Abweichun-
gen von der in Gleichung (5) angegebenen Sehnenliinge, im Zahneingriffsbereich blei-
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ben unberiicksichtigt. Der dabei bewuBt eingegangene Fehler, wird bei der Berechnung
der Koordinate z = r, bei welcher die Zahliicke durch die Beriihrungslinie vollstindig
gegen den Ansaugraum abgeschlossen ist, im Mittel ausgeglichen.

Je nach Zihnezahl, Anzahl der unter Druck stehenden Zahnliicken, Drehstellung und
Steuerkantenlage ergeben sich verschiedene Gleichlastverliufe q(z), die es notwendig
machen, die Bieglinie des schriigverzahnten Rotorteiles zufolge jeder unter Druck ste-
henden Zahnliicke in x- und y-Richtung getrennt zu berechnen und die einzelnen Bie-
gelinien zu iiberlagern. Die angegebenen Gleichungen gelten universell fiir jede Geo-
metrie, fiir jeden Druckverlauf und fiir jede Drehstellung der Rotoren. Das Indikator-

diagramm und die Volumskurve miissen bekannt sein.

Mit fortschreitender z-Koordinate dreht sich die Wirkungslinie der Schnittgleichlast
ausgehend vom Winkel yio bei z = 0 in Richtung der Verschraubung des Liufers wei-
ter. Dadurch ergibt sich fiir eine teilweise mit Druck beaufschlagte Zahnlicke der in
Bild 7 dargestellte Belastungsverlauf fiir den Ersatztriger.

0<z<r: q.(z) =—q co{z:% + ‘Vi.o] q,(z) =—q .sil{z;:—lz"‘ + ‘VLO) (6)

r<z<l]; qx(z) =0 qy(z) =0

|V P Ganghdohe der Liuferzihne

x—Richtung: y—Richtung:

Bild 7: Belastung des Ersatztrigers in x- und y-Richtung.

Figure 7: Load of the equivalent beam in x- and y-direction.

Der Wert r gibt an, wie weit die jeweilige Zahnliicke unter Uberdruck steht. Bis zu z = r

herrscht in der Zahnliicke Druck, fiir z > r ist der mit Druck beaufschlagte Teil durch

die Beriihrungslinie abgeschlossen und es herrscht Ansaugdruck.
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Der Wert r kann aus der Verzahnungskinematik errechnet werden. Er ergibt sich als z-
Koordinate des Schnittpunktes der Schraubenlinien lii und Iy in Bild 6 mit der Beriih-

rungslinie der Verzahnung.

3.3. Gesamtdurchbiegung

Zur 146sung des Problems hat man einen Ersatztriger mit Kreisquerschnitt mit dem
Durchmesser ds, mit einer sinus- bzw. cosinusformigen Gleichlast in der Ebene x = 0
bzw. y = 0 zu belasten (Bild 7) und die daraus resultierenden Biegelinien wx(z) bzw.
wy(z) zu ermitteln. Dieser Vorgang mub fir alle Zahnliicken in denen Uberdruck
herrscht wiederholt werden. Die Gesamtbiegelinie erhiilt man dann durch Superpositi-
on der Einzelbiegelinien. Es erweist sich als zweckmiBig zur Lésung des Problems der
Querkrafthiegung unter der Belastung q(z) fiir eine Zahnliicke das Verfahren von Ritz-
Galerkin zu verwenden.

Kin Ritzansatz von der Form

R ] R RR G| ?

erfiillt alle Randbedingungen und ergibt, wie ein Vergleich mit FE-Ergebnissen ziegt,

ausreichende Genaugigkeit.
Iiir die Gesamtdurchbiegung erhilt man dann:

Wegald) = D, (2) W) = 2w, (2) ®
1

1
und schlieBlich:

Woe(2) = ‘/;xw(z)z +wme,i(z)2

und die Richtung der Durchbhiegung:
(

tgelz) = e

Wiges(2)

Die Konstanten ¢,y und diyy ergeben sich entsprechend der Ritz schen Methode.

Als Beispiel sei hier nur der Ausdruck fiir die Konstante i wiedergegeben:
Cix = Cixq + Cixm

Cixq ..... Querkrafteinflull
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hi ... ranghohe der Lauferzihne

Ahnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die Konstanten ciy, dix und diy.

3.4. Maximaldurchbiegung

Die Drehstellung, bei der die Liufer die grofte Durchbiegung aufweisen, ist jene, bei

der eine Zahliicke, in der Verdichtungsenddruck herrscht, am weitesten zur Saugseite

reicht. Dies tritt dann ein, wenn diese Zahnliicke gerade die Steuerkante iiberfahren

hat und mit der Druckleitung verbunden wird. Der zugehérige Drehwinkel aimex des

Hauptlaufers betrigt.

2 (10)
ZyL,

OHL max = %k

Stk ... Steuerkantenlage (10)

ZHL ...... Hauptlduferzahnezahl

3.5. Bieglinien fiir ein ausgefiihrtes Rotorpaar

Iiir ein ausgefithrtes Rotorpaar nach Bild 8 werden die Biegelinien analytisch berech-

net und mit einer FE-Analyse verglichen.
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Bild 8: Rotorpaar mit 5/6-Verzahnung in einer Drehstellung o, = -45°

Figure 8: A pair of screw-rotors with 5/6 lobes in a position auL = -45°

Bild 9 zeigt die, nach obiger Theorie fiir den schrigverzahnten Rotorteil des Rotorpaa-
res aus Bild 8 mit den dort angegebenen Uberdriicken, berechneten Bieglinien zufolge
Druckbelastung in den Zahnliicken bzw. die Gesamtbiegelinie in x- und y-Richtung, fiir
die Drehstellung o, = -45°,

Bild 10 zeigt die Biegelinien des Rotorpaares aus Bild 8 fiir verschiedene Drehstellun-
gen o innerhalb eines Zahnteilungswinkels des Hauptliufers. Der Ort der maximalen
Durchbiegung bleibt annihernd konstant, wihrend die Durchbiegung stark schwankt
und ihren Maximalwert erreicht, wenn Gleichung (10) erfiillt ist (aun, = -45° bei

asw = -117° und zuL = 5).

Die maximale Durchbiegung betriigt bei dieser hiufig verwendeten Rotorausbildung
bei 12 bar Enddruck am schrigverzahnten Teil des Nebenldufers 0,002 mm und am
schrigverzahnten Teil des Hauptliufers 0,0005 mm.

Beriicksichtigt man noch die im Bild 8 ausgefiihrten Wellenzapfen steigt die Nebenliiu-
ferdurchbiegung auf 0,0075 mm und die Haupflauferdurchbiegung auf 0,0022 mm.
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Bild 9: Biegelinien fiir den schriigverzahnten Teil des Haupt- bzw. Nebenliu-
fers aus Bild 8 zufolge der dort angegebenen Belastung.

Figure 9: Bending-lines of the helical-geared part of the male and the female

rotor acc. Fig. 8.

Die Biegelinen von Haupt- und Nebenliufer liegen praktisch in einer Ebene unter
¢ = 220° fiir den Hauptliufer und unter ¢ = 225° fiir den Nebenliufer.
dine Vergleichsrechnung mit Finiten Elementen bestitigt die Ergebnisse mit einer

Maximalabweichung von ca. 5%.
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Bild 10: Biegelinien des schriigverzahnten Teiles des Haupt- bzw. Nebenliufers
von Bild 8 fiir verschiedene Drehstellungen.
Figure 10: Bending-lines of the helical-geared part of the male and the female

rotor acc. Fig. 8 for different rotor-positions.
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Bild 11: Bieglinien des Haupt- und Nebenldufers mit Wellenzapfen und Ver-
gleich mit FE-Ergebnissen.
Figure 11: Bending-lines of the male and the female rotor ace. Fig. 8 with

shaft-ends in relation to FE-results.
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4. SchluBfolgerung

Mit dem vorgestellten analytischen Verfahren konnen die Durchbiegungen von Haupt-
und Nebenliduferachse unter Druckbelastung niherungsweise aus der Querschnitts-
geometrie, der Lauferlinge und dem Verschraubungswinkel wie bei einem glatten Tri-
ger mit Kreisquerschnitt ermittelt werden. Das Verfahren kann auf einem Taschen-
rechner programmiert werden und bringt gegeniiber aufwendigen FE-Rechnungen ei-
nen groBen Zeitgewinn.

Der EinfluB der Schubverformung, und des Verschraubungswinkels der Lauferzihne,
sowie der EinfluB der Zahnform kénnen formelmiBig durch Angabe eines dquivalenten
Rotordurchmessers beriicksichtigt werden. Weiters wird der groBe Einflul der biege-
weichen Wellenzapfen der Liufer auf die Gesamtdurchbiegung deutlich.

Die Abweichungen der analytisch erhaltenen Ergebnisse gegeniiber den Ergebnissen
ciner aufwendigen FIE-Analyse wurden fiir mehrere Profilformen untersucht und be-

tragen etwa 5%.
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